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应考方略 数学有数
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一、 极化恒等式的概念

极化恒等式： 对于向量a軆， b軋， 则a軆·b軋＝ 1
４ [（a軆+b軋）２-（a軆-b軋）２]．

证明： 因为（a軆+b軋）２＝a軆 ２+2a軆·b軋+
2

b軋 ， （a軆-b軋）２＝
2

a軆 -2a軆·b軋+
2

b軋 ，

两式相减得，（a軆+b軋）２-（a軆-b軋）２＝4a軆·b軋，

即a軆·b軋＝ 1
４ [（a軆+b軋）２-（a軆-b軋）２]．

几何意义： 向量的数量积可以表示为以这组向量为邻边

的平行四边形的 “和对角线” 与 “差对角线” 平方差的 1
４ .

【推论 1】 极化恒等式的
平行四边形形式： 若在平行四

边形 ABCD 中， 则AA$B·AA$D ＝
1
４ [AA$C - DA$B２ ２ ] ．

【推论 2】 极化恒等式的三角形形式： 在△ABC 中， M 为

BC 的中点， 所以AA$B·AA$C ＝AA$M - MA$B２ ２ ．

证明： M 为 BC 的中点， 所以MA$C =-MA$B ，

所以AA$B·AA$C ＝（AA$M +MA$B ）·（AA$M +MA$C ）=（AA$M +MA$B ）·（AA$M
-MA$B ）=AA$M - MA$B２ ２ ．

二、 极化恒等式在解题中的应用
1． 利用极化恒等式求数量积的值 （范围）
例 1． 如图， 在△ABC 中， D 是

BC 的中点， E，F 是 AD 上的两个三等

分点， BA$A·CA$A =4， BA$F·CA$F =-1， 则

BA$F·CA$F 的值是 ．

解析： 因为BA$A·CA$A =AA$B·AA$C =
AD2-BD2=4，

BA$F·CA$F =FA$B·FA$C =FD2-BD2= 1
9 AD2-BD2=-1，

联立得 AD2= 45
8 ， BD2= 13

8 ，

即BA$E·CA$E =EA$B·EA$C =ED2-BD2= 4
9 AD2-BD2= 7

8 ．

【点评】 条件BA$A·CA$A =4， BA$F·CA$F =-1 和要求BA$E·CA$E 中
的数量积都是共起点的， 所以我们联想到极化恒等式的三角
形形式．同时， 本题三次使用了极化恒等式， 考查了方程思想
和运算求解能力．

2． 利用极化恒等式求数量积的范围 （最值）
例 2． 已知等边△ABC 内接于半径为 2 的圆 O， 点 P 是圆

O 上的一个动点， 则PA$A·PA$B 的取值范围是 ．
解析： 取 AB 的中点 D， 连结 CD， 因为三角形 ABC 为正

三角形，
所以 O 为三角形 ABC 的重心， O 在 CD 上，

且 OC＝2OD＝2， 所以 CD＝３， AB＝2 ３姨 . （也可用正弦定
理求 AB）

又由极化恒等式得： PA$A·PA$B
＝ PD 2- DB 2= PD 2-3.

因为 P 在圆 O 上， 所以当 P
在点 C 处时， PD max＝3.

当 P 在 CO 的延长线与圆 O
的交点处时， PD min＝１.

所以PA$A·PA$B ∈[-2，６]．

【点评】 本题巧妙的使用极化恒等式把PA$A·PA$B 的数量积
转化为关于 PD长度的目标函数， 进而只要求解 PD的取值范围．

例 3． 如图， 在同一平面内， 点 A 位于两平行直线 m， n
的同侧， 且 A 到 m，n 的距离分别为 1， 3． 点 B， C 分别在 m，

n， AA$B +AA$C ＝5， 则AA$B·AA$C 的最大

值是 ．
解析： 连接 BC， 取 BC 得中点

M， 连接 AM，
又因为 AA$B +AA$C ＝5， 得 2AA$M

＝5， 即 AA$M ＝ ５
２ ，
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由极化恒等式， 得A!"B·A!"C ＝A!"M - M!"B２ ２＝ 25
４ -M!"B ２= 25

４ -

1
4 B!"C ２ .

又因为 BC 的最小值为 2， 则A!"B·A!"C 的最大值是 21
４ ．

【点评】 我们注意到A!"B·A!"C 是共起点的向量数量积的最
大值， 而条件 A!"B +A!"C =5可以得出 BC 边上的中线长度为
５
２ ， 因此， 我们易联系到极化恒等式的三角形形式， 进而转

化为求边 BC 的最小值．
3． 构造极化恒等式求数量积的范围 （最值）

例 4． 平面向量a軆 ， b軋 满足 ３a軆+b軋 ≤４， 则a軆 ， b軋的最小值

为 ．

解析：由极化恒等式， 得 a軆·b軋＝ １
３ （３a軆·b軋）＝１３·

１
４ [（３a軆+b軋）２-（３a軆-

b軋）２]

≥ １
１２ [３a

軆+b軋）２-16]≥ １
１２ [0-16]＝-

４
３ ，

当且仅当 ３a軆+b軋 ＝4， ３a軆-b軋 ＝0时， 取 “=”，

则a軆·b軋 的最小值为- ４
３ ．

【点评】 本题中设置简洁， 利用常规方法比较困难．我们巧

妙的将３a軆看作一个整体， 然后构造关于３a軆与b軋的极化恒等式，
巧妙求解．

4． 利用极化恒等式解决起点不同的两向量数量积
例 5． 在平行四边形 ABCD 中， AD=1， ∠BAD＝60°， E 为

CD 的中点． 若A!"C·B!"E ＝1， 则 AB 的长为 ．
解析： 过点 B 作 AC 的平行线， 交 DC 的延长线于 F， 取

EF 的中点为点 G， 连接 BG， 所以四边形 ABFC 为平行四边

形， 所以A!"C ＝B!"F ， EF＝ ３
２ AB， CG＝ 1

4 AB.

在△BCG 中， 由余弦定理， 得 BG２＝1+ １
１６AB

２+ 1
4 AB.

又由极化恒等式得：

A!"C·B!"E =B!"F·B!"E ＝B!"G ２ - 1
4 E!"F ２ ＝1+ １

１６ AB２+ 1
4 AB- 1

4

（ ３２ AB）２＝1，

解得 AB＝ 1
２ ．

【点评】 本题的条件A!"C·B!"E =1 中的两个向量的起点不
同， 通过作平行线， 构造起点相同的向量的数量积， 进而再
利用极化恒等式求解．

5． 利用极化恒等式求综合问题
例 6． 在△ABC 中， 点 E， F 分别是线段 AB， AC 的中点，

点 P 在 直线 EF 上， 若△ABC 的面积为 1， 则P!"C·P!"B +B!"C ２的
最小值为 ．

解析： 取 BC 中点
D， 连接 PD，

在△PBC 中， 利用

极化恒等式， 得 P!"C·P!"B

=P!"D ２- 1
４ B!"C ２，

所以P!"C·P!"B +B!"C ２＝

P!"D ２+ ３
４ B!"C ２.

因为△ABC 的面积

为 1， 所以△ABC的边BC上的高 h＝ 2
BC .

又因为点 E， F 分别是线段 AB， AC 的中点，

所以△PBC 的边 BC 上的高为 １
BC ，

所以 PD≥ １
BC ，

因此P!"C·P!"B +B!"C ２＝P!"D ２+ ３
４ B!"C ２≥ １

BC２ +
３
４ B!"C ２≥3，

（当且仅当 PD⊥BC， BC＝ ４
３

４

姨 时， 取 “=”），

则P!"C·P!"B +B!"C ２的最小值为 ３姨 ．

【点评】 借助极化恒等式得出P!"C·P!"B ＝P!"D ２- 1
４ B!"C ２是解决

本题的关键， 然后再利用垂线段的性质及基本不等式便可顺
利求解．

三、 解题后的反思
1． 极化恒等式源于教材又高于教材， 在△ABC 中， D 是

BC 的中点， A!"D ＝ 1
２ （A!"B +A!"C ）， B!"D ＝ 1

２ （A!"C -A!"B ）是两个重

要向量关系， 而极化恒等式就是它们的变形；
2． 利用极化恒等式有时确实可以 “秒杀” 一些向量试题．

但是， 解题中我们并不是追求高难度的解题技巧， 而是多一
种解题工具的选择， 着意于数学问题的解决， 揭示问题的本
质， 达到快速解决的目的．
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