
但
xy

xy +yz
+

yz

yz +zx
+

z x

z x +xy
=

x y

x +y

+
y z

y +z
+

z x

z +x
(5),由(4)(5)易知 ,所证的

不等 式成立 , 转化 为求证
x2 y

(x+y)(z+x)
+

y2 z
(y+z)(x+y)+

z2 x
(z +x)(y+z)≤

1
4
(6),由分

析法可证(6)成立(后略).
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用好必要条件　优化解题策略
314300　浙江省海盐元济高级中学　窦青伟　卢　明

一 、问题的提出

寻求“最优化”的解题策略是数学教学的一
个重要目标.可是 ,现实中“小题大做” 、“大题繁
做”的案例比比皆是.因此 ,经常性地对解题策

略进行研讨 ,避免“小题大做” ,甚至实现“大题
小做” ,应该成为数学教学研究的一个永恒主
题.

1.“必要条件”的概述

给出命题:“若 P ,则 q” .如果能够由 q成立

推出 p 成立 ,则称 p 是 q 的必要条件.例如:命
题 p:x ∈ R且 x>1 ,命题 q:x ∈ R且 x >2.显

然 ,由“ x>2”成立可以推出“x>1”成立 ,故 p 是

q 的一个必要条件.用集合的观点看 , p q.也可
以理解成 q是 p 的一种特例.

2.“必要条件”在解题中的价值

如图 1 ,已知O 、A 、B 是平面上不共线的三

图 1

点 , P 是线段 AB垂直平分

线上的任意一点 ,且 OA =
3 , OB =2 ,则OP ·(OA-
OB)= .

通常的解法是:连结

PA 、PB.因为 P 在线段 AB

垂直平分线上 ,所以 , PA 
= PB .OP ·(OA-OB)=OP ·OA-OP·OB

=(OA-PA)·OA-(OB-PB)·OB=OA2 -
PA·OA-OB2 +PB ·OB=9 - PA ·OAcos

∠OAP-4+ PB · OB cos∠OBP=5-3 PA 

·
 PA 2 + OA 2 - OP 2

2 OA · PA 
+ 2  PB  

 PB 2 + OB 2 - OP 2

2 OB · PB 
=5 - 1

2
 P A 2 - 9

2
+

1
2
 OP 2 +

1
2
 PB 2 +2-

1
2
 OP 2 =

5
2
.

以上解法工程浩大 ,用到的知识点有:线段

垂直平分线的性质 、向量的数量积 、余弦定理
等 ,最困难的一点是向量OP的转化 ,需要一定
的预见性和技巧.

本题是一个填空题 ,解题过程无需“小题大
做”.注意到 P是线段 AB 垂直平分线上的任意

一点 ,而所求的向量数量积却是一个定值 ,不难
猜想OP ·(OA-OB)的值应该与 P点的位置无

关.这就启发我们可以从某个特定位置入手去
求解.如选择 AB的中点D ,连接OD(如图 1 所

示).在此 ,“P点处OP ·(OA-OB)的值等于D

点处OP ·(OA-OB)的值”是命题的一个“必要
条件”.从而可得新解法:OP·(OA-OB)=OD

·(OA-OB)=1
2
(OA+OB)(OA-OB)= 1

2

(OA2 -OB2)=5
2
.

第二种解法成功地避免了“小题大做” ,解
题过程非常简约.由此可见 ,如何用好“必要条

件” ,对于优化解题策略有着十分重要的作用.
不仅填空题 、选择题可以这样思考 ,许多解答题
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也可以作同样处理.

二 、典例剖析

在高中数学中 ,很多题目在题干中隐含着
对某个问题的“必要条件” ,假如能够以此入手
进行思考 ,可以产生由“点”及“面” 、从“特殊”到

“一般”的奇特效果 ,优化解题过程.

例 1 　设 f(x)=x
2 +mx+10

x-3
,已知 x=1

是 f(x)的一个极值点.
(1)求m的值及 f(x)的单调区间;
(2)g(x)=x3 -2a2 x+a3 -4 ,若存在实数

a ,使得 x1 ∈[ 0 , t] ,  x2 ∈[ 0 , 2] ,有 g(x1)=
f(x2),求最大正实数 t的值.
解析:(1)因为函数 f(x)在点 x0 处有极值

的必要条件是 f′(x0)=0 ,故由 f′(1)=0 ,解得
m=-5.进而容易求得 f(x)的单调区间.(略)
(2)根据题意 ,不难看出函数 g(x)在[ 0 , t]

上的值域是函数 f(x)在 [ 0 , 2] 上的值域的子

集;因为 f(x)=
x2 -5x+10

x-3 在 x∈[ 0 , 2]上的值

域为[ -4 , -3] ,所以 , g(x)在[ 0 , t] 上的值域是
[ -4 , -3]的子集.

若按常规思路解 ,即先用参数 a , t来表示出
g(x)的值域 ,再利用限制条件求出 t的最大值.
由于函数解析式中含有参数 a ,所以函数是不定

的 ,加上区间端点含有参数 t ,故区间也为动区
间 ,因此需要对 a 与 t 进行复杂的讨论 ,解答十
分繁琐.

利用“必要条件”来求解.
当 x ∈[ 0 , t] 时 , g(x)的值域为[ -4 , -3] 的

子集的必要条件是:g(0)∈[ -4 , -3] ,即 -4≤
a
3 -4≤-3 ,解得 0 ≤a≤1.这样立刻缩小了 a

的范围 ,为下面的解答提供了方便.
1°当 a=0 时 , g(x)=x3 -4在[ 0 , t]上单调

递增 ,其值域为[ -4 , t3 -4] ∈ [ -4 , -3] ,从而
解得 t 的最大值为 1.

2°当 0<a ≤1 时 , g′(x)=3x2 -2a2 =3(x

+
6
3
a)(x-

6
3
a).

继续从“必要条件”入手.如果 6
3
a∈[ 0 , t] ,

则必有 g(
6
3
a)∈[ -4 , -3] .可是 g(

6
3
a)=a3

(1-
4 6

9
)-4<-4 ,所以只要 g(t)≥-4 ,解得

0<t≤ 5-1
2

a.

综上所述 ,当 a =0 时 , tmax =1;当 0<a≤1

时 , tmax=
5-1
2

a.

解题回顾:

本题先后两次使用题目中隐含的“必要条
件” ,其中第一次是缩小参数 a 的取值范围 ,使
分类讨论更加简捷.另一启发是使用“必要条
件”求解的解题策略在同一题中可以多次使用.

例 2　已知函数 f(x)=(1-2a)x3 +(9a-
4)x2 +(5-12a)x+4a(a∈ R).若函数 f(x)在
区间[ 0 , 2] 上的最大值为 2 ,求 a的取值范围.

解析:
寻求题目的“必要条件” :f(x)在区间[ 0 , 2]

上的最大值为 2 的必要条件是
f(0)≤2
f(2)≤2

,即:f

(0)=4a≤2且 f(2)=2≤2.所以 a≤
1
2
,且当 x

=2时 ,恰好取到了函数的最大值 2.于是问题

可转化为 f(x)≤2对  x ∈[ 0 , 2] 恒成立 ,即(1
-2a)x3 +(9a-4)x2 +(5-12a)x +4a ≤2 对

 x ∈[ 0 , 2] 恒成立.
整理得(x-1)2(x -2)≤a(x -2)2(2x -

1).当 x =2 和 x=
1
2
时 ,上式恒成立;当 x ∈

[ 0.2)时 ,上式可化为(x-1)2 ≥a(x -2)(2x -

1).等价于①0≤x<1
2
时 , a≤ (x-1)2

(x-2)(2x-1)
恒

成立;②
1
2
<x<2 时 , a ≥

(x-1)2

(x-2)(2 x-1)恒成

立;令 g(x)=
(x-1)2

(x-2)(2x-1).则 g′(x)=

1-x2

(2x2 -5x+2)2
.所以 ,函数 g(x)在[ 0 ,

1

2
)上为

增函数 ,在(
1
2
, 1] 上为增函数 ,在(1 , 2)上为减

函数.则 x∈[ 0 ,
1
2
)时 , g(x)min =g(0)=

1
2
,所

以 a≤1
2
.x ∈(1

2
, 2)时 , g(x)max =g(1)=0 ,所

以 a≥0.综上所述 ,满足条件的 a∈[ 0 , 1
2
] .

解题回顾:
通过以上两例 ,可以感受到使用“必要条

件”的首要目的是缩小参变量 a的取值范围 ,方
便讨论;至于例 2 ,在“必要条件”的应用过程中
遇到 f(2)=2 ,恰好是函数在区间[ 0 , 2] 的最大
值 ,这是一种巧合 ,是命题者的精巧构思 ,如果

没有对“必要条件”的思考 ,则很难发现这种构
思 ,从而也难以站到命题者的思维高度去寻找
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有效的解题策略.

例 3　(2009年宁夏海南卷文科)已知函数
f(x)=x3 -3ax2 -9a2 x+a3 .
(1)设 a=1 ,求函数 f(x)的极值;

(2)若 a>1
4
,且当 x ∈[ 1 , 4a] 时 , f′(x) 

≤12a恒成立 ,试确定 a 的取值范围.
解析:(1)(略);

(2)此题中的“必要条件”是什么 ? “若 a>
1
4
,且当 x∈[ 1 , 4a] 时 , f′(x) ≤12a恒成立”.

这就说明 ,当 x=1时 , f′(1) = 3-6a -9a2 

≤12a恒成立.

所以有

3a2 -2a-1≤0
3a2 +6a-1≥0

a>1
4

,解得
1
4
<a≤1.

因为 f′(x)=3x2 -6ax -9a2 的图像是一

条开口向上的抛物线 ,其对称轴为 x=a且 1
4
<

a≤1 ,所以 f′(x)在[ 1 , 4a] 上是增函数.于是 ,
[ f′(x)] min =f′(1)=3-6a -9a2 ≥-12a ,得-

1
3
≤a≤1;[ f′(x)] max =f′(4a)=15a2 ≤12a ,得

0≤a≤
4
5
;故满足条件的 a∈(

1
4
,
4
5
] .

解题回顾:

本题第二问是一个“恒成立”问题 ,从逻辑
上讲 ,既然对任意 x ∈[ 1 , 4a] 恒成立 ,则对于某
个 x0 ∈[ 1 , 4a]也成立 ,以此为“必要条件”将一

般问题特殊化处理.利用“必要条件”解题 ,这种
解题思想不仅在函数问题中有广泛的应用 ,在
其它模块的题型中也有很多应用.

例 4　(2009 年山东卷理科)设椭圆 E:x
2

a2

+
y2

b
2 =1(a , b>0)过 M(2 , 2),N(6 , 1)两点 ,O

为坐标原点.
(1)求椭圆 E的方程;

(2)是否存在圆心在原点的圆 ,使得该圆的
任意一条切线与椭圆 E恒有两个交点 A 、B ,且
OA⊥OB ? 若存在 ,写出该圆的方程 ,并求 AB 
的取值范围 ,若不存在说明理由.

解析:

(1)易得椭圆 E的方程为
x2

8
+
y2

4
=1.

(2)根据题意 ,若存在满足条件的圆 ,则圆

图 2

必在椭圆内 ,即圆的半径 r

<2(如图 2);本题的一个
“必要条件”是圆 O的切线

AB ⊥x 轴时 ,满足OA ⊥

OB ,则由
x
2

8
+y

2

4
=1

x=r
得 y

2

=4-
r2

2
.所以 , r2 =4-

r2

2
,解得 r2=

8
3
.

由必要条件可得 ,若存在圆满足条件 ,则这

个圆方程一定是圆 O:x2 +y2 =
8
3
.设 M(m , n)

(n≠0)(n=0时已成立)为圆 O上的任意一点 ,

则点 M处的圆O的切线 AB 方程为:mx+ny =

8
3
,即 y =-

m
n
x +

8
3n
.则由

x2

8
+
y2

4
=1

y=-m
n
x+8

3n

得

(9n2 +18m2)x2 -96m x+128 -27n2 =0.设 A

(x1 , y1), B(x2 , y2),则 x1 +x2 =
96m

9n
2 +18m2 ,

x1 x2 =
128-72n2

9n2 +18m2 .于 是 , x1 x2 +y1y2 =
8
9n2

[ 3x1 x2 -3m(x1 +x2)+8] =0 ,所以 ,OA⊥OB成

立.故存在圆 O:x2 +y
2 =

8
3
满足要求.又

■AOB为直角三角形 ,所以 ,
8

3
 AB 2 = OA 2

· OB 2 ,则
8
3
 AB 2 =(x21 +y

2
1)(x

2
2 +y

2
2)=

(
x2
1

2
+4)(

x22
2
+4)=

x2
1 x

2
1

4
+2(x1 +x2)2 -4x1 x2 .

(1)当直线 AB斜率存在时 ,将 x1+x2 、x1x2 代入

化简可得:
8
3
 AB 2 =16×128×

9m2+8
81m4+432m2+576=

16×128× 1

9m2+8+ 256
9m2 +8

+32
(▲).因为 0 ≤m2 <

8
3
,所以 8 ≤9m2 +8 <32 ,所以 32≤9m2 +8 +

256

9m2 +8
≤40.于是 ,

256

9
≤

8

3
 AB 2 ≤32 ,即

4 6

3

≤ AB ≤2 3 .
(2)当直线 AB斜率不存在时 ,易得 AB =

4 6
3
.
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　　综上所述 ,  AB 的取值范围是 [
4 6
3
,

2 3] .
解题回顾:

本题使用“必要条件”能够迅速确定圆的方
程 ,使问题变得一目了然.

三 、问题与探讨

巧用“必要条件”既然作为一种解题策略 ,
就有必要探讨其适用性.从逻辑上讲 ,应用“必
要条件”解题 ,其核心思想可以理解为“对整体

成立 ,对局部或者个例一定成立” , “对一般成
立 ,对特殊一定成立” .这种思想与用“特殊值
法”解题异曲同工.

于是 ,对于命题中出现“最值” 、“任意” 、“恒
定成立”等字样的命题 ,往往从“必要条件”入手
进行思考 ,可以化难为易 ,事半功倍.而此类命
题在新课程背景下 ,作为检测学生的创新意识

和创新能力的一种工具 ,颇受广大命题专家的
青睐 ,必须予以重视 ,并养成自觉使用“必要条
件”的意识与习惯 ,优化解题策略 ,提升思维品

质.

隐含条件“隐”在何处
324000　浙江省衢州第二中学　叶勇贵

　　学生答错题的原因多种多样 ,有知识掌握

不牢固 、论证不严密 、解题方法选择不当等.此

外 ,也有心理因素和偶然因素.知识性错误是指

对试题涉及到的有关知识不能正确理解 ,或运

用不当 ,因此不能正确陈述解题过程和结论而

导致的错误.学生在解题时 ,注意力集中在某些

条件而经常忽视题目的隐含条件导致解题错

误 ,这是知识性错误中常见的一种.那么隐含条

件究竟“隐”在哪里 ?

1.有关三角形的问题

三角形中“任意两边之和大于第三边”是任何

三角形都应满足的条件 ,但也是学生容易忽视的.

例 1　■ABC的三边长 a 、b、c满足 b+c≤

2a , a+c≤2b.则
b
a
的取值范围是(　　).

(A)(
1
2
, 2)　(B)(

5 -1
2
,
5 +1
2
)

(C)(
2
3
,
3
2
)　(D)(0 , 2)

错解:由条件知 c最小(否则若 b<c≤a 或b

<a≤c均有 a+c>2b矛盾.若 a <c≤b 或a <b

≤c均有b +c≥2a ,与已知矛盾).由
b
a
+

c
a
≤2

及 1+c
a
≤2· b

a
,有 1

2
+ c
2a
≤b
a
≤2 - c

a
.因 c

最小 ,可令 c※0得 1
2
<b
a
<2.

取 a=7 , b=4 , c=1 时 ,容易验证符合题目

给出的两个条件 b+c≤2a , a+c≤2b ,但这时三

条线段就根本无法构成三角形 ,所以
b
a
≠

4
7
.这

样可以排除(A)、(B)、(D)而选(C),上述解法错

误.因以上解法仅仅考虑了题目明显给出的两

个条件而忽视了三角形三边关系 ,理由显然是

不充分的.本题应根据题目的条件结合三角形

三边的关系 ,可如下求解:

a<b+c≤2a ,则可得 1-
c
a
<

b
a
≤2-

c
a
　

(1), b<a+c≤2b ,则可得
b
a
-1 <

c
a
≤
2b
a
-1 ,

得 1-
2b
a
≤-

c
a
<1 -

b
a
　(2), 由(1)、(2)得 2

-
2b
a
<
b
a
即

b
a
>

2
3
,且

b
a
<3-

b
a
即

b
a
<

3
2
,所

以
2
3
<
b
a
<

3
2
.

2.对数问题

对数的真数大于零 ,底数大于零且不等于 1

是学生经常忘记考虑的条件.

例 2　设 A ={y │y2 -6y +8 <0}, B =

{y│y2 -8ay+(16a2 -1)<0},且 A=B ,则不

等式 loga(x2 -3x-4)<loga(2x
2 +7x+5)的解

集是(　　).

(A){x│-9<x<-1}
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